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1. CEL EWICZENIA

Celem ¢wiczenia jest wykonanie symulacji numerycznych modelu z elementem lepko-
sprezystym Maxwella i Kelvina-Voigta i poréwnanie ich zachowania w programie Matlab i

Adames.

2. PODSTAWY TEORETYCZNE

Miesien jest uktadem wykazujgcym dosé, ztezone witasciwosci mechaniczne. Sktadajg sie
na nie wifasciwosci sprezyste oraz plastyczne; wyrazajgce sie procesami relaksacyjnymi.
Zaleznos¢ sity rozciggajgcej niepobudzaony miesien wzdtuz jego osi podtuznej od wywotanego

tg sitg wydtuzenia przedstawia rysl.

sita odksztalcajgca

wydtuzenie

Rys. 1 Zaleznos¢ sity rozciggajgcej (odksztatcajacej) miesien od wydtuzenia

Prawo Hooke' a nie jest w tym przypadku spetnione, modut Younga nie jest staty i jego
wartos¢ ros$nie w miare odksztatcania miesnia. Przy zmniejszaniu sity odksztatcajgcej
obserwuje sie zjawisko histerezy polegajgce na tym, ze krzywa zaleznosci sity sprezystosci od
wydtuzenia w trakcie rozciggania miesnia przebiega inaczej niz w trakcie jego swobodnego




kurczenia sie. Pole zakreskowane na rysunku jest miarg pracy wykonanej przeciw sitom tarcia
wewnetrznego, kosztem ktérej wydziela sie ciepto. Przy matych odksztatceniach miesien
zachowuje sie jak lepka ciecz i odksztatca sie pod dziataniem znikomo matej sity. Dopiero
przy wiekszych odksztatceniach pojawiajg sie w miesniu sity sprezyste, przeciwstawiajgce sie
sile odksztatcajgcej. W tym sensie mowi sie o lepko-sprezystych wtasciwosciach miesnia.
Z wtasciwosciami lepko-sprezystymi wigzg sie zjawiska relaksacji, ktore dzieli sie na dwa
rodzaje:
e relaksacje naprezenia - kiedy po nagtym wydtuzeniu i dalszym utrzymywaniu statej
dtugosci miesnia wystepujace w nim naprezenie maleje z czasem;
e relaksacje odksztatcenia - gdy przy utrzymywaniu statej sity odksztatcajgcej dtugosc
mies$nia ro$nie z czasem; zjawisko to zwane jest rdwniez ptynieciem badz petzaniem.

Zjawiska relaksacji modeluje sie za pomoca tzw. modeli reologicznych, ktére sktadaja sie
z elementéw sprezystych oraz lepkosciowych w postaci ttumikéw wiskotycznych.
Literatura bazuje na dwdch podstawowych modelach reologicznych:
Maxwella i Kelvina-Voigta (Rys.2).
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Rys. 2 Madelepko sprezysty Maxwella (a) i Kelvina-Voigta (b)

Model Maxwella

Zjawiske rélaksacji naprezen opisa¢ mozna wykorzystujgc tzw. model Maxwella, ktory
jest szeregowym potgczeniem prostego modelu odwzorowujgcego materiat idealnie
sprezysty\(sprezyna) o module Younga oraz modelu wtasciwego materiatom idealnie lepkim
(ttumik o lepkosci n). Schemat tego modelu przedstawia rys. 2.a. Przy takim typie potgczenia
naprezenie w obu elementach jest jednakowe, za$ odksztatcenie catkowite uktadu jest suma

odksztatcen sprezyny & i ttumika &;. Odksztatcenie wzgledne sprezyny okreslone jest

wzorem:
& =0c/E (1)

A po zrdzniczkowaniu wzgledem czasu otrzymano:



E,=G/E (2)

Naprezenie w ttumiku wiskotycznym jest proporcjonalne do predkosci odksztatcenia, ktore
wyraza sie wzorem

£ =c/ny (3)
Sumujac predkosci obu odksztatcen otrzymano predkosc catkowitego odksztatcenia:
£=£,+£,=6/E+c/n (4)

ktore jest rownaniem stanu modelu Maxwella. Przy zatozeniu stafosci odksztatcenia
otrzymano nastepujgce rownanie rdozniczkowe

c+oL=0, gier=L (5)
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Rozwigzaniem ogdlnym réwnania rézniczkowego (5)\jest:
oc=Ce"* (6)

Przyjmujac warunek poczatkowy o (0)=,6, rozwiazanie (6) przyjmuje postac:

c=ce"* (7)

To

Rys. 3 Naprezenie w funkgcji czasu dla model Maxwella

Wystepuje tutaj relaksacja naprezen gdyz po czasie t=A naprezenie osigga wartosc:



oc=0,le (8)

Czas A nosi nazwe czasu relaksacji. Po tym czasie naprezenie maleje e razy

Rys. 4 Uogdlniony model oscylatora z elementem wisko-elastyeznym Maxwella

Ze wzgledu na fakt ze uktady tkankowe (mig€sSmiowe) charakteryzujg sie wtasnie
zjawiskiem relaksacji naprezen model Maxwellay jest korzystniejszy od modelu Kelvina-
Voigta. Z praktycznego punktu widzenia bardziejpopularny jest uogdlniony model Maxwella,
ktory zawiera oprécz klasycznego szeregowor potgczonego elementu lepko- sprezystym
dodatkowg sprezyne, ktorej zadaniem ™ jest sprowadzenie tlumika do pofozenia
poczatkowego. Model oscylatora ovjednym stopniu  swobody przedstawiono na Rys. 4
oznaczajgc odksztatcenie sprezyny‘e.sztywnosci k; przez y, zas przesuniecie klocka o masie m
przez x. Rézniczkowe rownapiasuchu takiego uktadu zapisano w postaci réwnan:

kly = C(X - y)
iy . (9)
mX =—-k,x—c(X—-Y)
Pierwsze z Rich opisuje rownos¢ sity sprezystosci i ttumienia w elemencie Maxwella, a drugie
jest rownaniem drgan oscylatora w ktérym wystepujg dwie wspotrzedne. Po
przeksztatceniach otrzymano:

cy =cx—kyy (10)
mX =—-k,x—k,y

Réwnania (10) mozna rozwigza¢ numerycznie w programie Matlab-Simulink, co zostanie
wykonane w trakcie realizacji ¢wiczenia.



Model Kelvina-Voigta

Drugi z przedstawionych modeli (Rys. 2b) reprezentuje inne zjawisko reologiczne,
jakim jest petzanie. Dwu-elementowy model Kelvina-Voigta jest zbyt prosty by opisaé
rzeczywiste materiaty biologiczne. Dlatego, tak jak to ma miejsce w przypadku modelu
Maxwella, do prostego modelu KelvinaVoigta dodaje sie kolejne elementy, az do uzyskania
zadowalajgcej dokfadnosci odwzorowania. Istotg prostego modelu KelvinaVoigta
pokazanego na (Rys. 2b) jest réwnos$é odksztatcen na obu jego elementach (sprezyny i
ttumika). Catkowita sita takiego uktadu stawiana obcigzeniu zewnetrznemu jest sumg oporu
ttumika (F¢) i sprezyny (Fs):

F=F +F =cx+kx (11)
Reologiczne réwnanie stanu ma postac:
o=Ec+née (22)
Zaktadajac, ze odksztatcenie pozostaje state, tzn. & = ¢, =const, ‘a wiec € =0, otrzymujemy
rownanie okreslajgce naprezenie:
o = Eg, =const (13)

Z réwnania (13) wynika, ze przy statym odksztatceniu naprezenie pozostaje state. Tak wiec,
model Kelvina-Voigta nie wykazuje \obserwowanej w ciatach rzeczywistych relaksacji
naprezen.

Przyjmijmy teraz, ze staté<jést naprezenie, tzn. o =0, =const. Rdéwnanie stanu

przyjmuje wowczas postac:
né+Ee=o, (14)
lub

E+le=0,ln (15)

Réwnanie (15) jest réwnaniem rézniczkowym niejednorodnym. Jego rozwigzanie szczegdlne
przybiera postac:

&=0,lE (16)
zas, rownanie ogélne rownania jednorodnego na forme

g, =Ce™ (17)



gdzie C jest statg catkowania. Catkowite rozwigzanie rdownania (15) jest sumg rozwigzania
ogoblnego (17) i szczegdlnego (16):

e=Ce " +0,/E (18)
Przyjmujac warunek poczatkowy £(0) = ¢, otrzymujemy:

e=(¢,—0o,lE)e " +0,/E (19)

Wykres réwnania (19) przedstawiony na charakteryzuje sie tym, ze odksztatcenie z
uptywem czasu dazy do wartosci skonczonej. Tak wiec w modelu Kelvina-Voigta, przy statym
naprezeniu, mamy do czynienia z relaksacjg odksztatcenia.

W modelu Kelvina-Voigta poczagtkowo cate obcigzenie jest przenoszone przez ttumik,
zatem szybkos¢ odksztatcenia jest maksymalna. W miare rozciggania sprezyny.jej*naprezenie
wzrasta, obnizajagc tym samym naprezenie dziatajgce na ttumik. Szybkosétodksztatcenia dazy
do zera w miare jak zbliza sie ono do wartosci maksymalnej, przy ktorgjaprezenie catkowite
rowne jest naprezeniu sprezyny.

W badaniach numerycznych wykorzystano uogélniong pestac¢ modelu Kelvina-Voigta
przedstawiong na Rys. 5, ktdra opisana jest réwnaniem rézniczkowym ruchu w postaci:

k2 TC kl

#X
Rys. 5 Uogdlniony model Kelvina-Voigta

W badaniach, humerycznych wykorzystano uogélniong posta¢ modelu Kelvina-Voigta
przedstawiong na Rys. 5, ktéra opisana jest rGwnaniem rézniczkowym ruchu w postaci:
mX = -k X —Kk,x —cx (20)
a po przeksztatceniu:
mX + x(k, +k,) +cx=0 (21)

k, +k
Podstawiajac @’ :M, 2n =
m

C . , . . .
— otrzymujemy réwnanie ruchu drgajgcego w postaci
m

X+ x+2n% =0 (22)

gdzie, w, jest czestoscig drgan wtasnych.



3. PRZEBIEG CWICZENIA

Cwiczenie 13 i 14 sktada sie z dwdch czesci. Pierwsza (¢w. 13) wymaga budowy modelu
numerycznego w Matlab-Simulink i przeprowadzenie symulacji poréwnujgcych dziatanie
modelu Maxwella i Kelvina-Voigta.

Druga cze$¢ ¢wiczenia (éw. 14) bedzie wykonana w programie Adams, w ktérym
zbudowany zostanie model fizyczny zgodnie z Rys. 4i Rys. 5

Symulacje wykonujemy dla parametréw podanych przez prowadzgcego, jednakowych dla
obu poréwnywanych modeli. Symulacja w programie Matlab-Simulink przeprowadzona
zostanie na podstawie réwnan (10) i (21).

4. SPRAWOZDANIE

Sprawozdanie z ¢wiczenia powinno zawierac:
1. Tabelke identyfikacyjna

2. Cel ¢wiczenia
3. Tabele danych oraz wynikow obliczen i symulagii
4. Program obliczeniowy (model numeryczny lub.fizyczny)
5. Whioski.
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